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1 Introduction

Le but de cet article est de trouver les limites a I'infini du rapport moyen des o(n)/n
et 0’(n)/n quand ces rapports sont pris sur les entiers divisibles par un nombre
premier quelconque.

2 Notations et Définitions

Dans toute la suite :
q désignera un nombre premier > 2 et n un entier naturel superieur a q.

[z] désignera la partie entiere du nombre reel x.

On définit les fonctions somme des diviseurs et somme des diviseurs propres
comme suit :

o(n) = Z d. (1)
dlk
et
o' (n) =o(n) —n. (2)

Et on considere les rapports moyens de ces deux fonctions pris sur les entiers
divisibles par q :

St a2
K,y(n) = S22 (3)

ZZ:l,q\k 1

et

n o’ (k)
K (n) _ Zk:1,q|k Tk
Zk:l,q\k 1

q



3 Théoreme

Pour tout nombre premier q on a :

) 7.‘.2 q2 + q— 1
s Ky(n) =5 =K, 5)
et :
) g +q—1

4 Preuve du théoréme

On a pour tout entier naturel non nul k :

o(k 1 1 k 1
R N E SN LD I )

d|k d|k dk

Et si on rééerit K,(n) en utilisant la dérniere formule on obtient :

ZZ—1 |k Zd|k é
K. === . 8
() == (8)

D’ou :

_ > i1 é Zzzl,d\k,qm 1
ZZ:l,q\k 1

Et puisque q est premier alors on a pour tout entier non nul d : soit g|d soit ¢
premier a d .

Ky(n) (9)

donc :



n 1 n n 1 n
. Zd:l,q|d d Zk:l,d“c 1 4 Zd:l,pgcd(q,d):l d Zk:l,qd“ﬂ 1
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D’ou :

1 n 1
o ZZ:l,tﬂd El[%] zjd:l,pgcd(q,d)=1 E[qn_d]
EE 2]
q q
Maintenant, on va analyser les deux termes de la somme (11) en utilisant
I'inégalité suivante pout tout nombre réel x:

Ky(n) (11)

r—1<]z] <z (12)

On aura :

et :

1

n n 1 L1
n Zd:l,pgcd(q,d)zl = 1 Zd:l»ngd(Q»d)zl d

ZZ:I,pgcd(q,d)ZI é[qﬂd] ﬁ ZZ:l,ngd(q,d)Zl d2

<
q 7] q 5] - H T q 5]
(14)
et il est facile de voir que :
noo1
lim @ — 0. (15)
et :
n 1
1 — 1 pgc -13
fn L 2dstsedad=ta (16)
n—oo [ﬂ]

q

et en se sevant de la valeur des deux limites suivantes :



im 3 Lo Leg o LT (1)
nl—{go d2 q2 o q° 6
d=1,q|d
et :
_ - 1 1 2 1
lim Y =2 5@)=—1-). (18)
n—o0o d q 6 q
d=1,pgcd(g,d)=1
On en déduit que :
n 1
_ = 172
lin p2d=tad® _ 17 (19)
et :
n 1 2
_ c _ 1
TUPNERE dad=L B T ), (20)
n—oo ( [—] 6 q

D’ott en sommant toutes les limites qui interviennent dans les inégalités (13) et
(14) on conclut que :

, 172 x? 1 g +q—1
Et puisque on a :
K,(n) = K;(n) + 1. (22)
alors :
2 2
. / 1 / . m™4q +q—1 B
nh_)rrolo Ki(n) = nh_)rgo Ki(n)—1= 5 2 1 (23)
CQFD.
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